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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ, 
ÑÈÑÒÅÌÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ

Âî ìíîãèõ òåõíè÷åñêèõ, ôèçè÷åñêèõ è 
ýêîíîìè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ âîçíèêàåò íå-
îáõîäèìîñòü èññëåäîâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå 
âîëíîâîãî èìïóëüñà â íåëèíåéíîé ñðåäå. 
Îñíîâíûì óðàâíåíèåì, ìàòåìàòè÷åñêè 
îïèñûâàþùèì äàííûé ïðîöåññ, ÿâëÿåòñÿ íå-
ëèíåéíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå (ÍÂÓ), âûòå-
êàþùåå â ôèçèêå èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. 
Íåëèíåéíîñòü â ýòîì óðàâíåíèè îáóñëîâëåíà 
ñâîéñòâàìè ñðåäû. 

Â òîì ñëó÷àå, åñëè àìïëèòóäà âîëíû 
ìåíÿåòñÿ ìåäëåííî íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà 
äëèíû âîëíû 1, ,z tA c A k A−∂ ∂ 

 òî âîçìîæ-

íû óïðîùåíèÿ âîëíîâîãî îïåðàòîðà, è ÍÂÓ 
ñâîäèòñÿ ê ïàðàáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ [1]. 
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âèä 
ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:
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ãäå A(r, z, t) — êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà 
ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âîëíû; i — êîìïëåêñ-
íàÿ åäèíèöà; vg — ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü; k — 
âîëíîâîå ÷èñëî, kp — êîíñòàíòà ñðåäû; 

1
r

r r r⊥
∂ ∂ ∆ =   ∂ ∂  — ïîïåðå÷íûé ëàïëàñèàí; 

2ˆ (| | )AΦ  — ìàòåìàòè÷åñêèé îïåðàòîð àëãåá-
ðàè÷åñêîãî, äèôôåðåíöèàëüíîãî èëè ñìå-
øàííîãî âèäà, îïèñûâàþùèé íåëèíåéíîñòü 
ñðåäû [2]. 

Êîìïëåêñíîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå 
ñ ìíèìîé åäèíèöåé ïðè ïîïåðå÷íîì ëàïëàñè-
àíå ÷àñòî íàçûâàþò íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì 
Øðåäèíãåðà (ÍÓØ), ïîñêîëüêó îíî ïîõîäèò 
íà óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â êâàíòîâîé ìå-
õàíèêå. Â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1) íå 
èìååò îòíîøåíèÿ ê êâàíòîâîé ìåõàíèêå è 
îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíîâîãî èì-
ïóëüñà â íåëèíåéíîé ñðåäå. 

Óðàâíåíèÿ (1)–(2) çàïèñàíû â ñîïóòñòâó-
þùèõ ïåðåìåííûõ ξ = vgt – z; τ = t. Â ïà-
ðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè (1) ïåðåìåííàÿ ξ 
ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì çàäà÷è. Îò íåå çàâèñÿò 
íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

A(r, ξ, τ = 0) = A0(r, ξ);
A(r = ∞, ξ, τ) = 0;

∂rA(r = 0, ξ, τ) = 0.

Óäîáíî îáåçðàçìåðèòü ïåðåìåííûå, 
âõîäÿùèå â âûðàæåíèÿ (1)–(2), ñîãëàñíî 
ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ìàòå-

ìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó, ãäå èíäåêñ «1» îïóùåí 
äëÿ êðàòêîñòè:
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a(r, ξ, ς = 0) = a0(r, ξ);
a(r = ∞, ξ, ς) = 0;

∂ra(r = 0, ξ, ς) = 0.

Âûðàæåíèå äëÿ íåëèíåéíîñòè (2) ïîçâîëÿ-
åò ðàññìîòðåòü èåðàðõèþ ìîäåëåé íåëèíåé-
íîé ñðåäû [6]: 

1. Ñðåäà ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ
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2. Cðåäà ñ íàñûùåíèåì êâàäðàòè÷íîé íå-
ëèíåéíîñòè 
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3. Ñðåäà ñ íàñûùåíèåì êâàäðàòè÷íîé íå-
ëèíåéíîñòè è ñòðèêöèåé, ò.å. âûòàëêèâàíèåì 
èç îáëàñòè, çàíÿòîé ñèëüíîé âîëíîé:
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Âåëè÷èíû b1, b2 ñîñòàâëÿþò «ïàðàìåòðè-
÷åñêèé êîìïëåêñ» çàäà÷è (3):
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Ïàðàìåòð b1 ðàâåí êâàäðàòó îòíîøåíèÿ 
ïîïåðå÷íîãî ðàçìåðà èñõîäíîãî âîëíîâîãî 
èìïóëüñà ê äëèíå âîëíû, à b2 — îòíîøåíèþ 
íà÷àëüíîé èíòåíñèâíîñòè âîëíîâîãî èìïóëü-
ñà ê èíòåíñèâíîñòè íàñûùåíèÿ íåëèíåéíîñòè 
ñðåäû.

Íà÷àëüíàÿ ôîðìà èìïóëüñà âûáèðàåòñÿ â 
âèäå ïðîòÿæåííîãî âåðåòåíà.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ (3) Í.Ñ. Áàõâàëîâûì è ß.Ì. Æèëåéêèíûì 
ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä, îñíîâû êîòî-
ðîãî çàëîæåíû â [9], à íàèáîëåå ïðîäâèíóòàÿ 
ðåàëèçàöèÿ ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå [6].

Çàäà÷à (3) ðåøàåòñÿ â îáëàñòè Σ(0 ≤ r ≤ R, 
0 ≤ ς ≤ L). Íà ãðàíèöå îáëàñòè ñòàâÿòñÿ óñëî-
âèÿ a(r, ξ, ς = 0) = a0(r, ξ); a(r = R, ξ, ς) = 0; 
∂ra(r = 0, ξ, ς) = 0. Â îáëàñòè Σ ââîäèòñÿ ñåòêà 

( , );n mrω ς  n = 1, 2, …, N; m = 0, 1, …, M 
ñ øàãàìè hr = R / (N – 1); hς = L / M.  
Â óçëàõ ñåòêè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ 
ðàçíîñòíàÿ ñõåìà:
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Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ÿâ-

ëÿåòñÿ òðåõñëîéíîé. Íóëåâîé ñëîé îïðå-
äåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ïåðâûé 
ñëîé íàõîäèòñÿ èç ñïåöèàëüíîãî ñåòî÷íîãî 
óðàâíåíèÿ. Äàëüíåéøèé ðàñ÷åò âåäåòñÿ ñ 
ïðèâëå÷åíèåì äàííûõ ñ äâóõ ïðåäûäóùèõ 
ñëîåâ. ß.Ì. Æèëåéêèí ïîêàçàë, ÷òî òî÷íîñòü 
àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû 2 20( )rh hς+
. Ñ òîé æå òî÷íîñòüþ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà 
óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè 
äëÿ âîëíîâîãî èìïóëüñà. Ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ 
óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè.

Èññëåäîâàíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ ïðèâåëî ê îòêðûòèþ øèðîêîãî ñïåêòðà 
íîâûõ ýôôåêòîâ. Íàèáîëåå ïîëíûé îáçîð, 
âêëþ÷àþùèé äî 180 ññûëîê, ìîæíî íàéòè 
â êíèãå [2]. Â ðàáîòàõ [3; 4; 8] ðåøàëîñü 
ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ êâàäðàòè÷íîé 
íåëèíåéíîñòüþ (6) — êåððîâñêàÿ íåëèíåé-
íîñòü, ïðåäñêàçàí ýôôåêò ñàìîôîêóñèðîâ-
êè âîëíîâîãî ïó÷êà. Îêàçàëîñü, ÷òî òàêîé 
ïó÷îê ëîêàëèçóåòñÿ â ôîêóñ, ãäå âîçíèêàåò 
ñèíãóëÿðíîñòü, ò.å. èíòåíñèâíîñòü âîëíû 
óñòðåìëÿåòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî ãîâîðèò 
î íåïîëíîòå êåððîâñêîé ìîäåëè íåëèíåé-
íîñòè. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè â 
ìîäåëü ââîäÿò èñêóññòâåííîå ïîãëîùåíèå. 
Â ýòîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü âîëíû â ôî-
êàëüíîé òî÷êå ñòàíîâèòñÿ êîíå÷íîé. Âîë-
íà, ïðîøåäøàÿ ÷åðåç ôîêóñ, ðàñõîäèòñÿ 
(äèôðàãèðóåò). Ýôôåêò ñàìîôîêóñèðîâêè 
íîñèò ïîðîãîâûé õàðàêòåð. Âïîñëåäñòâèè 
áûëà äîêàçàíà ìíîãîôîêóñíàÿ ñòðóêòóðà, 
ñîçäàâàåìàÿ ìîùíûì ïó÷êîì â êåððîâñêîé 

ñðåäå. Èñõîäíûé âîëíîâîé ôðîíò ïó÷êà 
ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî êîëüöåâûõ 
çîí, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñîñðåäîòî÷åíà 
îäèíàêîâàÿ ìîùíîñòü âîëíû. Ýòó ìîù-
íîñòü íàçûâàþò êðèòè÷åñêîé ìîùíîñòüþ. 
Êàæäàÿ êîëüöåâàÿ çîíà ñõëîïûâàåòñÿ â ñâîé 
ñîáñòâåííûé ôîêóñ. Â ðåçóëüòàòå ïðè ñà-
ìîôîêóñèðîâêå ìîùíîãî ïó÷êà âîçíèêàåò 
ñâîåîáðàçíàÿ ìíîãîôîêóñíàÿ ñòðóêòóðà.

Â êâàäðàòè÷íîé ñðåäå ñ áåçäèññèïàòèâ-
íûì íàñûùåíèåì (ìîäåëü (5)) âîçíèêàåò 
ñîâåðøåííî èíàÿ êàðòèíà ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
ïó÷êà [5]. Â ïðîöåññå ñàìîôîêóñèðîâêè 
ïó÷îê êàê öåëîå çàõâàòûâàåòñÿ íåëèíåéíîé 
ñðåäîé è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà íåîãðàíè÷åí-
íîå ðàññòîÿíèå, ïåðèîäè÷åñêè ðàñøèðÿÿñü 
è ñõëîïûâàÿñü (ïóëüñèðóÿ). Ïðè ðàñøèðåíèè 
âîçíèêàåò êîëüöî èíòåíñèâíîñòè ñ ïðîâàëîì 
â öåíòðå íà îñè ïó÷êà, ïðè ñõëîïûâàíèè 
âîçíèêàåò ôîêóñ ñ ìàêñèìóìîì èíòåíñèâ-
íîñòè íà îñè ïó÷êà. Ïîýòîìó òàêîé ðåæèì 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâîãî ïó÷êà àâòîðû [5] 
íàçâàëè «ïóëüñèðóþùèì âîëíîâîäîì».

Îòëè÷íàÿ îò ïåðå÷èñëåííûõ äâóõ ðåæèìîâ 
êàðòèíà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâîãî ïó÷êà 
âîçíèêàåò â êâàäðàòè÷íîé ñðåäå ñ íàñûùå-
íèåì è âêëþ÷åíèåì ñòðèêöèè — âûòàëêèâà-
íèÿ ñðåäû èç îáëàñòè, çàíèìàåìîé ñèëüíîé 
âîëíîé [11]. Äàííîé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóåò 
íåëèíåéíîñòü (6), îáëàäàþùàÿ íàáîðîì ïî-
ïåðå÷íûõ ñîáñòâåííûõ ìîä:
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ãäå Un(r, s) — äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, çà-
âèñÿùàÿ òîëüêî îò ðàäèóñà r è ïàðàìåòðà s; 
n — êîëè÷åñòâî íóëåé ôóíêöèè Un(r, s). 

Ôóíêöèÿ Un(r, s) óäîâëåòâîðÿåò îáûêíî-
âåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
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γ
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⊥
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2 1 2(1 | | )nUγ = +  

(7)

è êðàåâûì óñëîâèÿì

∂rUn(r = 0, s) = 0;  Un(r = ∞, s) = 0. (8)

Ïîïåðå÷íûå ñîáñòâåííûå ìîäû âîçíè-
êàþò ïðè 0 < s < 1. Èõ ñóùåñòâîâàíèå ó 
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1)–(2) óñòàíîâ-
ëåíî â ðàáîòå [11] è ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî 
â ñòàòüå [7]. Äàííûå óðàâíåíèå â êðàåâûìè 
óñëîâèÿìè (7)–(8) â ìàòåìàòèêå èçâåñòíû 
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êàê çàäà÷à Øòóðìà–Ëèóâèëëÿ. Óðàâíåíèÿ (7) 
çàïèñàíû äëÿ ñëó÷àÿ îòñóòñòâèÿ êàâèòàöèè, 
ò.å. ïîëíîãî âûòàëêèâàíèÿ ñðåäû èç îãðàíè-
÷åííûõ îáëàñòåé. 

Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé íàëè÷èÿ êàâèòàöèè, 
à òàêæå èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò äëÿ äâóìåð-
íîé çàäà÷è, îïèñûâàþùåé ðàñïðîñòðàíåíèå 
ïó÷êîâ, ïðèâîäÿòñÿ â [10]. Óñòàíîâëåííûé 
ýôôåêò íàçâàëè ýôôåêòîì ñàìîêàíàëèðîâà-
íèÿ ïó÷êà â íåëèíåéíîé ñðåäå (ðèñ.), êîãäà 
â ïðîöåññå ñàìîôîêóñèðîâêè â ñðåäå ñ íå-
ëèíåéíîñòüþ (6) ïîïåðå÷íîå ðàñïðåäåëåíèå 
àìïëèòóäû ñòðåìèòñÿ ê íóëåâîé ñîáñòâåííîé 
ìîäå (7)–(8). Â ðàáîòå [10] ðàññìîòðåíà 
íåóñòîé÷èâîñòü ñàìîêàíàëèðîâàíèÿ îòíîñè-
òåëüíî àçèìóòàëüíûõ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé 
âîëíîâîãî ôðîíòà ïó÷êà. Ïðè ýòîì ðåøàëàñü 
òðåõìåðíàÿ çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî 
óðàâíåíèÿ. ×èñëåííûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ 
òàêîé çàäà÷è ðàçðàáîòàë À.Á. Áîðèñîâ. 
Ýôôåêò ðàñïàäà ïó÷êà íà íåñêîëüêî ôèëà-
ìåíòîâ íàçâàëè ôèëàìåíòàöèåé. Áûëî ïîêà-
çàíî, ÷òî ÷èñëî ôèëàìåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ  
îòíîøåíèåì ìîùíîñòè ïó÷êà ê êðèòè÷åñêîé 
ìîùíîñòè ñàìîôîêóñèðîâêè. Ôèëàìåíòû, 
ìîùíîñòü êîòîðûõ ïîðÿäêà êðèòè÷åñêîé, 
óñòîé÷èâû ê äàëüíåéøåìó ðàñïàäó.

Â ðàáîòå [6] ïîñòàâëåíà è ðåøåíà òðåõ-
ìåðíàÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíîâîãî 
èìïóëüñà â íåëèíåéíîé ñðåäå. Ôîðìà èì-
ïóëüñà âûáèðàëàñü â âèäå âåðåòåíà. Áûëè îá-
íàðóæåíû óíèêàëüíûå ýôôåêòû, ñâÿçàííûå 
ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì òðåõìåðíîãî èìïóëüñà. 
Ê èõ ÷èñëó îòíîñÿòñÿ: 

– äèíàìè÷åñêàÿ ìîäóëÿöèÿ èìïóëüñà â 
ôîêàëüíîé îáëàñòè. Âíóòðè ñõëîïíóâøåãîñÿ 
èìïóëüñà âîçíèêàåò ìîùíûé ôîêóñ, êîòîðûé 
çàòåì äåëèòñÿ íà äâà ïè÷êà, êîòîðûå ðàç-
áåãàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ 
âíóòðè îãèáàþùåé èìïóëüñà. Çàòåì ïðîöåññ 
ïîâòîðÿåòñÿ; 

– âîçíèêíîâåíèå ìîùíîãî îäèíî÷íîãî 
ïðîñòðàíñòâåííî-äâóìåðíîãî ñîëèòîíà, êî-
òîðûé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà íåîãðàíè÷åííûå 
ðàññòîÿíèÿ (ïðè îòñóòñòâèè äèññèïàöèè);

– «ãèãàíòñêîå» óøèðåíèå ñïåêòðà âîëíî-
âîãî èìïóëüñà, îáóñëîâëåííîå ðàçáèåíèåì 
ïëàâíîé îãèáàþùåé èìïóëüñà íà íåñêîëüêî 
óçêèõ ïè÷êîâ.

Òàêèì îáðàçîì, íåëèíåéíîå ïàðàáîëè÷åñ-
êîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìîùíûì 
èíñòðóìåíòîì äëÿ èçó÷åíèÿ è îïèñàíèÿ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâûõ ïó÷êîâ è èìïóëüñîâ â 
íåëèíåéíûõ ñðåäàõ.

        
 à á

Ðåøåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1)–(2) ìåòîäîì Áàõâàëîâà–Æèëåéêèíà:  
à — ïîïåðå÷íàÿ íóëåâàÿ ñîáñòâåííàÿ ìîäà ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â óñëîâèÿõ êàâèòàöèè 
ñðåäû (J = |a|, q — ïëîòíîñòü ñðåäû); á — àñèìïòîòè÷åñêîå ñõîæäåíèå èñõîäíîãî ïó÷êà  
ê íóëåâîé ñîáñòâåííîé ìîäå ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (W = |a|2)
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